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“Kaosz” jelentese

hétkoznapi ertelemben:

rendetlenség, ziirzavar (mitologia eredet)

tudomanyos értelemben:

Definici6 I.: egyszert rendszerek bonyolult viselkedése

Definicio II.: nemlinearis dinamikai rendszerek szabalytalan,
elorejelezhetetlen viselkedése

Nem pillanatnyi helyzetre utal, hanem idobeli viselkedésre!
et ——————————————————————



Allandésult mozgasok

- konzervativ rendszerekben (mechanikai energia allando)
- disszipativ rendszerekben (= energiaemeészto,
pl. surlodasos rendszerek)

kiilsd energiabefektetés sziikséges (gerjeszteés)

 szabalyos mozgasok
= periodikus (monoperiodikus, multiperiodikus)
 szabalytalan mozgasok

kevés 0sszetevobol allo rendszerek esetén: kaotikus
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Dinamikai rendszer leirasa

* M sokasag: fazistér (=allapottér)

olyan geometriailag szemléltetheto tér, amiben egy dinamikai
rendszer 0sszes lehetseges allapotai szerepelnek: a rendszer minden
egyes lehetséges allapota a fazistér egyetlen pontjanak feleltetheto
meg.

A rendszer térben és idoben valtoz6 parameéterei feszitik Kki:

(szabadsagi fok)
pl.: egy részecske helye és sebessége

» {(t,x) idofejlddest leiro szabaly (fliggvény)
pl.: mozgasegyenlet megoldasa (differencialegyenlet)




Trajektoria

A rendszer id6beli fejlédése f(t.x)

egy palya mentén halad a fazistérben: {/‘)——/

W

Peldaul egy szinuszos periodikus rendszer kiterés és sebesseg altal
kifeszitett fazisterében egy kor:
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Periodikus viselkedes

1. ismétli 6nmagat
2. késobbi allapota pontosan megjosolhato
3. egyszerl geometriaju fazistér:

(pl. adott helyzetbe mindig ugyanazzal a sebesseggel téer vissza)




Kaotikus viselkedés

1. szabalytalan mozgas
onmagat nem ismétlo (nem periodikus v. aperiodikus)
2. elorejelezhetetlen

kezdofeltételekre valo érzékenyseg: kis kezdeti eltérések
gyorsan megnonek

3. szokatlan, bonyolult, de jol meghatarozott fazistérbeli geometria




Sztohasztikus viselkedes

= veletlen, valoszintuségi valtozok jellemzik

pl. zaj, véletlen bolyongas, Brown-mozgas
determinisztikus rendszerek:

idobeli fejlodes egyértelmtien kovetkezik a kezdoallapottol, ennek
ellenére a mozgas véletlenszertinek ttiinhet: kaosz




Péelda nemlinearis rendszerre

. . 2P0 . 2
* Harmonikus rezgeés - linearis X=—w_X

. , : - A s . 2 .
Csillapitott harmonikus rezges — linearis X=—w_X—CX
 Csillapitott és allando amplitudoval gerjesztett - linearis

>'<=—co(2)x—c>'<+cos(oot)

Csillapitott és parabolikus helyfiiggd erovel gerjesztett - nemlinearis

0,8

5<=—coix—c>’<+(1—ax2)cos(oot)

v(rel. egys.)

Ha az ismeretlen fiiggvényre és ennek derivaltjaira
nézve a differencialegyenlet linearis és ezek

szorzatai nem jelennek meg az egyenletben, akkora
differencial egyenlet linearis, ellenkezo esetben nem .l —
linearis. —— __mesgm

Forras: Sliz Judit Fizikai szemle 2010/4 §
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Kaotikus pe’ldék a klasszikus mechanikdbol| -

* kett0s inga

Forrds:Peter Selinger




Kaotikus peldak a klasszikus mechanikabol

* gerjesztett rezges

(nemlinearis rugoero) —
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Forrds:Tél Tamas -Gruiz Marton:Kaotikus dinamika




Kaotikus példak a klasszikus mechanikabol

* rezgetett inga

Forras:Tél Tamas -Gruiz Marton:Kaotikus dinamika




Kaotikus peldak a klasszikus mechanikabol

(b)

* csigan lengo test

Forras:Tél Tamas -Gruiz Marton:Kaotikus dinamika




Forras:Tél Tamas -Gruiz Marton:Kaotikus dinamika




Kaotikus peldak a klasszikus mechanikabol

* Haromkorong-probléma

Forras:Tél Tamas -Gruiz Marton:Kaotikus dinamika




Kaotikus jelensegek a hetkoznapi életben

* Falevelek hullasa

* (Csap csopogese

* Radio begerjedése

* Flipper goly6 mozgasa

* Vontatott potkocsi kilengeése

e Villamlas nyomvonala

e Zaszl6 csapkodasa

* Fegyveres konfliktushoz vezetd fesziiltségek

e Autopalyan az autok osszetorlodasanak folyamata
» Cigarettafiist szétteriilése

» Teésztagyuras, turmix

» Festekek, szennyezodések keveredése
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Szennyzodeések keveredese

» Felvaltva nyitva tartott kétlefolyos kad

-1.6

Xn

Forras:Tel Tamas -Gruiz Marton: Kaotikus dinamika J
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Kaosz kiilonbozo tudomanytertileteken

* Biologia (populacio dinamika: élolények egyedszamvaltozasa adott
helyen)

» Keémia, biokemia (oszcillalo reakciok)

e Orvostudomany (sziv, agy mukodese, jarvanyok)

» Kozgazdasagtan (gazdasagi mutatok valtozasa)

* Meteorologia (legtomegek mozgasa)

* Csillagaszat (Naprendszer dinamikaja, valtozocsillagok, napfoltok)
* Geofizika (folyodinamika, geomagneses pulzacio)

e Meérnoki tudomanyok (gépek rezgése, aramkorok gerjedeése, lézer
instabilitasok)
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A kaoszelmélet torténete

A klasszikus természettudomanyos vilagkép:

* ha egy rendszert néhany egyértelmien megadhato kapcsolat
hataroz meg, akkor a rendszer jovobeni viselkedése egyertelmien
megadhato

* ha kozelitoleg ismeretesek egy rendszer kezdofeltételei és a
rendszert szabalyozo torvény akkor kozelitoleg kiszamithatjuk a
rendszer viselkedeset

Koztudat: jelentéktelen dolgoknak is lehet komoly kovetkezménye

Egy szeg miatt a patko elveszett

A patko miatt a 10 elveszett

A 16 miatt a csata elveszett

A csata miatt az orszag elveszett

Verd be jol azt a patkoszeget! angol gyermekvers - 14.szazad

Tudomany: James Clerk Maxwell: 1860 kis valtozasok

mikroszkopikus véletlenszert mozgasokhoz vezethetnek gazokban  J




Henri Poincaré

ElsoO determinisztikus kaotikus rendszer felfedezése: |

1887 matematika verseny
(II. Oszkar svéd kiraly sziiletésnapja tiszteletere)

Naprendszer stabilitasanak problémaja

* 1890 haromtest-problémanak vannak
olyan nemperiodikus palyai, amik
sem nem novekednek
sem nem tartanak egy fix pontba

* nagyon kicsi figyelmiinket is elkeriil6 okbdol meglehetos nagy
méretl okozat szarmazhat

(“Bifurkacio” kifejezés is tole szarmazik 1885)
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Kezdetek

* 1889, 1990 Sonja Kovalevszkaja

bizonyitas: sulyos aszimetrikus porgettyi mozgasa altalaban
szabalytalan, csak specialis tehetetlensegi nyomatekok mellett
szabalyos

e 1898 Jacques Hadamard \( )

egy reszecske surlodasmentes mozgasa P
egy “ketlyuku fank” fellileten — szettarto instabil palyak

* ~1930-as évek George David Birkhoff,
Eberhard Hopf, Neumann Janos

ergodelmélet munkaiban (ha a fazistér minden pontja rajta van egy
trajektorian, akkor a rendszer ergodikus)




Kezdetek

e 1927 Balthasar van der Pol (holland elektromernok, PHILIPS)
elektroncso vizsgalat, telefonkagyloval hallgatva
idokneént valami zaj

(Nature, 120, 363) dz . adr
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* 1940 Mary Cartwright es John Edensor Littlewood

radio és a radar nemlinearis aramkoreinek leirasara hasznalt
differencialegyenletek (van der Pol) vizsgalata soran talalt kaotikus

viselkedés tanulmanyozasa

1-_ .




Kezdetek

Sok tudos talalkozott a kaosszal:

nem volt eszkoziik a megeértéshez
hibanak gondoltak

nem publikaltak

tudomanyagak elszigeteltsege

a téeny, hogy ismert egyenletek ellenére sem jelezheto elore a
viselkedés: hihetetlen, sokkolo

Elutasitas pl.:

* Borisz Belouszov orosz biokémikus: oszcillald reakcidok
felfedezése, nem tudta publikalni (1950-es évek)

Anatolij Zsabotyinszkij 1968-ban bemutatta egy nemzetkozi
konferencian — Szovjetunio {innepelt tudosa)
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Bolygomozgasok

 Perturbacioszamitas:

bolygdk mozgasanak meghatarozasahoz tobbi bolygo gravitacios
hatasat is figyelembe kell venni

csak sorfejtések formajaban lehet levezetni, azonban a perturbacios
sorok nem mindig konvergensek

nevezokben: mozgasokra jellemz0 frekvenciak linearis
kombinacioja

rezonanciak kozelében — 0 (kis nevezok problémaja)

— Tobb szabadsagi foku nemlinearis rendszerekben a fazister

szerkezete olyan bonyolult lehet, hogy konvergens sorokkal leirni
nem lehet.

‘——————; .



Bolygomozgasok
- Hamilton-fiiggvény: H(q;,p;)

rendszer energiaja kifejezve a helyzeti koordinatajaval (q) és
impulzusaval (p)

e H(J;,0;) hatas (J) és szogvaltozok (0) bevezetése — fazistér
szemleltetésére

H = Hy(J)
Megoldas:
J; = all, 6; = w;t + all.
ahol w; = 0Hy /0J;
(i=1,2 ..n) szabadsagi fok

toruszfeliileten valo mozgas




KAM-elmélet

2n dimenziods fazistérben

« ha wj frekvenciak linearisan fliggetlenek

feltételesen periodikus mozgas — Invarians torusz
n dimenzios toruszon n fiiggetlen frekvencia

 ha két szabadsagi fok k6zo6tt rezonancia lép fel w; /oy = 1/s

— Rezonans torusz
n-1 dimenzids toruszon n-1 fiiggetlen frekvencia

 Ezek strun vannak a fazistérben




KAM-elmélet

« Perturbalt rendszer: H(J,0)= Hy(J) + € H;(J,0)
* ¢ perturbacio erossegére jellemzo paraméter

1954 A. N. Kolmogorov
1963 V. 1. Arnold
1962 J. Moser

 KAM-tetel: ha eqgy integralhato rendszert Kkis konzervativ
perturbacio er akkor azok az invarians toruszok, melyek
frekvenciai linedrisan fliggetlenek és elegendben irracionalisak
(tavol vannak a rezonanciatol) nem tinnek el, csak kisseé
deformalodnak

* egymastol veges tavolsagban vannak — ko6zottiik kaotikus
tartomanyok

‘——————; .



Edward Lorenz

matematikusnak kesziilt
I1. Vilaghaboruban a Légierokhoz kertil:
idojaras elorejelzo
— elméleti meteorologus
elorejelzés érdekelte

1960 (MIT) Id6jaras - jaték

teljesen leegyszerusitett idojaras modell
megis ugy viselkedik, mint a valosagban
— rendezett rendetlenseg

abrazolta: egy kivalasztott valtozora (pl. légaramlas iranya)
— hullamvonal, sohasem egyforma ciklus




Lorenz l

1961: hosszabb adatsor érdekében a kdzepérdl inditotta a modellt
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Nehany ciklus utan teljesen eltért,a nem pontos kezdoértek miatt.




lLorenz

finom geometria szerkezet, melynek csak alcaja a
veletlenszeruség

— Lorenz olyan rendszerek matematikaja felé fordult, amelyek
sohasem jutnak allandosult allapotba

kapcsolatnak kell lennie az aperiodikussag és a
megjosolhatatlansag kozott

12 egyenletbdl allo modell

— K-Ny iranyu felmelegedés, eltiintette a periodikussagot




Lorenz vizkerék

Adolph E. Brotman

Az elso Lorenz altal felfedezett kaotikus rendszer — forgasi irany
valtozhat, sebesség sohasem allandosul — nincs ismétlodo minta




Lorenz egyenletek

C?_G(y—x)
%z—xz+rx—y
%:xy—bz

3 dimenzios, nemlinearis

parameterek:
0=10, r=28, b=8/3

meg egyszerubb
3 egyenlettel leirhato rendszer

sajatos folyadék mozgas sugalmazta:
konvekcio

(Saltzman egyenletek, 1962)

Adolph E, Brotman
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lLorenz

JOURNAL OF THE ATMOSPHERIC SCIENCES

Deterministic Nonperiodic Flow*

Epwarp N. Lorenz

Massachuselts Institute of Technology
{Manuscript received 18 November 1962, in revised form 7 January 1963)

ABSTRACT

Finite systems of deterministic ordinary nonlinear differential equations may be designed to represent
forced dissipative hydrodynamic flow, Solutions of these equations can be identified with trajectories in
phase space. For those systems with bounded solutions, it is found that nonperiodic solutions are ordinarily
unstable with respect to small modifications, so that slightly differing initial states can evolve into consider-
ably different states. Systems with bounded solutions are shown to possess bounded numerical solutions.

A simple system representing cellular convection is solved numerically. All of the solutions are found
to be unstahble, and almost all of them are nonperiodic.

The feasibility of very-long-range weather prediction is examined in the light of these results.

VoLuue 20
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I1c. 1. Numerical solution of the convection equations. Graph
of ¥ as a function of time for the first 1000 iterations (upper
curve), second 1000 iterations (middle curve), and third 1000
iterations (lower curve).
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Frc. 2. Numerical solution of the convection equations.
Projections on the X-¥-plane and the ¥-Z-plane in phase space
of the segment of the trajectory extending from iteration 1400 to
iteration 1900. Numerals “14,”" “15,” etc., denote positions at
iterations 1400, 1500, etc. States of steady convection are denoted
by C and ',




Pillango-hatas

Egy pillang6 szarnycsapasa Braziliaban okoz-e tornadot Texasban?

= erzékenyseg a kezdofeltételekre

1972, The 139th meeting of the American Association for the
Advancement of Science




Stephen Smale

Topoldgia: a matematikanak az a részteriilete, amelyik az alakzatoknak a
folytonos deformaciok - nyujtasok, csavarasok stb. - kozben is megmarado
tulajdonsagaival foglalkozik.

— dinamikai rendszerek felé fordul: van der Pol oszcillator
feltevés: szabalytalan viselkedés nem lehet stabil — téves 1959

Il V\/\/\/M

Irving R. Epstein

fazistérbeli alakzatok transzformaciogjat vizsgalta
Pl.: ha disszipacio van, a fazistérben 6sszehizdodik az alakzat, mire leall, egyetlen
pontba zsugorodik




Lopatko lekepezes (Smale-patko)

H. Bruce Stewart and J. M. Thompson
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Okolégia szerepe a kdoszelméletben

20.sz ~ kornyezetbiologia: dinamikai rendszerekkent kezeli a
populaciokat

1970-es evekben sajatos szerep a kaosz tudomanyanak
létrehozasaban

matematikai modelleket hasznaltak: halovany kozelitése a
valosagnak

munkamodszer:

- adatgyujtés

- igyekezni olyan egyenletet talalni, mely hasonlo eredményt ad

- egyszerusites, diszkrét idointervallum:

szamos allatfaj csak egy szaporodasi cikluson at marad életben
(nemzedékek nem keverednek), jarvanyoknal is hasznalhato

1-_ .



Logisztikus lekepezes

Xn+1=F(xp)
el0z0 évi egyedszamtol fligg

kell valami ami korlatozza a n6vekedest amikor az egyedszam mar
naggya valik

pl. x,+1= r x, (1-x,)) logisztikus differenciaegyenlet 1950-es évek

Adeclph E. Brotman




Logisztikus lekepezes

r hogyan befolyasolja az egyedszam valtozast:

0 és 1 kozott: a populacio kihal

1és 2 kozott: r-1/r ertéken allapodik meg

2 és 3 kozott: r-1/r érteken allapodik meg, de elotte fluktual
— két erték kozott oszcillal

— négy, 8, 16, 32 stb. érték kozott oszcillal

— szabalytalan, de nem mindegyik r értékre

Feltették, hogy a szabalytalan viselkedésnek semmi koze a
modellekhez, csak azért van, mert valamit figyelmen kiviil hagytak

_ .



James Yorke

matematikus
0 adott nevet a kaosz tudomanynak
talalkozik 1972 Lorenz tanulmanyaval

a termeszet lényegileg nemlinearis, a megoldhato szabalyos linearis
rendszerek a rendellenesek

cikk: ,,A harmas periodus kaoszra utal” (Li & Yorke, 1975)

ha valamely 1 dimenzios rendszerben feltlinik egy szabalyos harmas
periodus — barmilyen mas szabalyos ciklus is felbukkanhat

~ A.N. Sarkovszkij (1964, 6ve az elsobbseg)




Robert May

biologus (eredetileg fizikus, majd alkalmazott matematikus)
logisztikus leképezéssel foglalkozott

1976 Nature 261, 459 all ) -

bifurkacio: perioduskettozodés
kaotikus tartomany:
latszolagos véletlenség

ablakok:
paratlan periodus a jellemzo ' ez

3 aztan bifurkal 6, 12 v. 7, 14,28 ... ol ... ... N

Robert May

Alkalmazas: pl. jarvany
zavaro tényezo (oltasi program) utan hatalmas oszcillaciok kezdodnek,
rovid tavon ugy tunik, hogy sikertelen volt

— kaoszt oktatni kéne

————————-——-—————-——-J .




Rugalmas fonalu inga esete

,Az 1965. évi Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny masodik
fordulojanak 1. feladata:

Felfliggesztett L. hosszusagu, elhanyagolhaté tomegli rugéra kisméreti
testet akasztunk. A rugot a testtel egyiitt vizszintes helyzetbe hozzuk (a
rugo akkor nyujtatlan allapotban van, hossza L ) és elengedjiik. Ismeretes
a rugd D allanddja, amely szerint a rugalmas erd6 aranyos az x
megnyulassal: F = —Dx. Mekkora a rugo megnyulasa, amikor a test éppen
a felfliggesztési pont alatt halad at?

Vermes Miklos v




Cantor-halmaz

(Felefedezo Henry John Stephen Smith 1874) Georg Cantor
halmazelmeélet megalkotoja 1883
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Cantor-halmaz hossza: 1-1=0




Koch-gorbe

1904 Helge van Koch svéd matematikus (Koch-hopehely)

Ak %

* sosem metszi Onmagat

tulajdonsagok:

* minden alakitas noveli a tertiletet, de nem n6 akarmeddig, a
haromszo6g kore irt koron tul pl. soha nem névekszik

» gorbe végtelen hosszu, mindig 4/3 szorosara noveli a teljes hosszat
 folytonos, de sehol sem sima

paradoxon: veges teriilethez végtelen hossz
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Menger-szivacs




Térkitolts gorbek

egyszeresen és hézagtalanul lefednek egy negyzetet

* Peano-gorbe: —_
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Julia-halmazok

* 1918 Gaston Julia és Pierre Fatou matematikusok egymastol
fliggetlentil

Vd Ve s N ‘_E , — .
komplex szamsikon: :, ., = :~ 4+ ¢  ahol z=x+iy, c konstans
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72+0.25 z2+0.25+0.51 z2+0.45+0.1428i

http://www.easyfractalgenerator.com/julia-set-generator.aspx



Benoit Mandelbrot

“fraktalgeometria atyja”
IBM matematikusa

 fraktal elnevezés (1975)

 szeles kort tudomanyos jelentoség felismerése, népszerusitése
Harvard meghivott eloado: kis és nagy jovedelemeloszlasokrol
“Hogyan materializalodott az abram az eloadasom elott?”

~gyapotarak alakulasa  — The Journal of Business, 36, 394 (1963)
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Szimmetria kis és nagy meretek kozott

telefonvonalon tovabbitott informacio:

a zajt jel erositéssel nem lehet bizonyos szint ala csékkenteni, a jel
egy részet is elfedheti

a hibak idokozonként voltak

— hibas es tiszta idoszakok: aranyuk minden nagysagrendben
allando

~ Cantor-halmaz




Partvonal proble’ma-

—_— e p—
Unit = 200 km, Unit = 100 km, Unit = 50 km,
Length = 2400 km (approx.) Length = 2800 km (approx.) Length = 3400 km (approx.)

minden hataron tul no




Mandelbrot halmaz

¥
np = ¢, Indl =2, +c




Mandelbrot halmaz




Fraktal

szabalytalan, csipkezett, toredezett alakzatok, leirasanak,
szamitasanak, a roluk valo gondolkozasnak a megjeldlese

Nincs ra teljesen jo definicio.

Tulajdonsagok:
e Onhasonlo (akar statisztikailag, vagy kozelitoen)
* tetszOlegesen Kkis skalan is ’finom’ a szerkezete
* gyakran rekurzioval (iteracioval) kaphato meg

 klasszikus geometriai modszerekkel nem irhatok le




Tortdimenziok

szabalytalansag foka ~ mennyire hatékonyan tolti ki a test a teret
Koch gorbe pl: “t6bb mint vonal de kevesebb mint sik”
Haussdorf (—Besicovitch) — dimenzi6: (1918) -~ fraktaldimenzo
D=In(6énhasonl6 részek szdma)/In(kicsinyités ardnya)

Cantor-halmaz: In(2)/In(3)=0.6309

* Koch-gorbe: In(4)/In(3)=1.2619
 Sierpinski-haromszég  In(3)/In(2) = 1,585
 Sierpinski-szonyeg In(8)/In(3)=1.8928

 Sierpinski-szivacs In(4)/In(2)=2
* Menger-szivacs In(20)/In(3)=2.7268

e 72+40.25 Julia-halmaz: 1.0812
e e e e e R S R S N R R R S RS S TR SR SR s




- Fraktalok a természetben




Fraktalok a természetben




Nehany termeszets fraktal
Haussdorf-dimenzioja

Nagy-Britannia partvonala: 1.25
Norvegia partvonala: 1.52
Karfiol: 2.33

Brokkoli: 2.66

Emberi agy: 2.79

Tido: 2.97




Egyeb fraktaldimenzio

* Box-counting dimenzio (dobozszamlalasi vagy cellaszamlalasi)
= Minkovszki—Bouligand dimenzio

N: cellak szama

s: cella méretet




Fraktalok erintkezesi feliileteken

érintkezést jellemzo tulajdonsagok fiiggetlenek az anyagtol:
hepehupak hepehupainak a fraktaljellemz6itol fiiggenek

— nincsenek mindentiitt érintkezésben

O0sszetOrt csészét nem lehet 0sszerakni




Alkalmazas

* szamitogéppel generalt f6ldi vagy f6ldon kiviili tajképek

 Kkartografia
* képek tomoritése .fif (Fractal Image Format): legjobb tomoritési arany

* lehetséges jovobeli alkalmazasok: hullamtorék, hang- és
hoszigeteloanyagok, Fold kéregszerkezet modellezés

e e e e




DNS kodolas

* 3.2 md informacio egység

e 100 000 milliard sejt az emberi testben, melyeknek
tarolnia kell a helyét és a felépitését

4

@KJ Pargeter * illustrationsOf.com/24631




Fraktalok és kaosz

* Fraktalok gyakran bonyolult vagy véletlen elemeket is tartalmazo
folyamatok eredményeként alakulnak ki.

» Kaosszal kapcsolatos fraktalok kiilénlegesek: idobeli viselkedéssel
kapcsolatosak, nem tartalmaznak véletlen elemeket, a
mozgasegyenletbol kbvetkeznek.

- a kaotikus mozgas fraktalszerkezete a fazistérben figyelheto
meg

- a megfigyelt fraktalszerkezetbol a mozgas kaotikussaga
kovetkezik.

— minél kaotikusabb a mozgas annal bonyolultabb a
fraktalszerkezet

‘——————; .



Fraktal feladatok

1. feladat

Melyik a nagyobb? A Cesaro-gérbe vagy a Koch-goérbe
fraktaldimenzi6ja?

 Onhasonlé részek szdma: Ncesaro = NKkoch
« Kicsinyites aranya: Scesaro < SKoch
— In(Ncesaro)/In(Scesaro) > IN(Nkoch)/In(Skoch)




Fraktal feladatok

2. feladat: Adjuk meg az alabbi fraktalok fraktaldimenziojat!

7 Ve 7
* a) Koch-tipusu fraktal
;\r.‘l:';"
[ 1 gadnd bty
7 sy Ly o4
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Forras:Teél Tamas -Gruiz Marton:Kaotikus dinamika

* b) hopelyfraktal

Bl OGS

In(5)/In(3)=1.465

=




Fraktal feladatok

3. feladat: Adjuk meg az alabbi fraktalok fraktaldimenziojat!

* a) Cantor-halmaz

In(2)/In(1/r)

5,
I
ks
“Fa

* b) Cantor-felho

L] ia -m -- me -m - - - .
Forras:Tél Tamas -Gruiz Marton:Kaotikus dinamika

rI W .2 =2 In@)/In(/r)




Fraktal feladatok

i Aok

Mekkora a Koch-hopehely tertilete?

e 0. lépésben a haromszog tertilete: T

1. 1épés Ty + 3Ty/9

2. 1épés Ty + 3T¢/9 + 12T/81

n. lépésben a novekmény 3(40-1)T;/9n

ToX%p=1 3(4m-1)(91) = T¢/3Z®p=0(4/9)"
mertani sor, melynek kvociense 4/9

o atertiletnovekmeény: T/(3(1-4/9)), a teljes tertilet: 8/5 T

pia

e — e —— T — — — T — T — — - — —



Fraktalok osztalyozasa onhasonlosag alapjan

* Egzaktul 6nhasonlo fraktalok (pl. Koch-hopehely)

- Egyskalaju N azonos részbol all, mindegyik ugyanazon r
faktorral kicsinyitett masa az egésznek

— Tobbskalaju: N olyan reszbdl all, melyek mindegyike
valamely rj<1 (j=1,2,3..) faktorral kicsinyitett masa az
egesznek

dimenzioja: 2r;P=1
» Kvazi 6nhasonlo fraktalok (pl. Mandelbrot halmaz)
 Statisztikailag 6nhasonlok (partvonalak)
 Osszevetitett fraktalok: 2 egyszer(ibb fraktal 6sszevetitésébdl

dimenziojuk az egyes 0sszetevok dimenzioinak dsszege:

D:D1+D2
e e e N R R S ISR SRRy




Fraktal feladatok

5. feladat: Adjuk meg az alabbi kétskalaju fraktalok fraktaldimenziojat!

a) ketskalaju Cantor-halmaz
r1=0.25

r,=0.4

0.25D+0.4D=1

Numerikus megoldas: D=0.605
b) kétskalaju hopehelyfraktal

2/5 &%
5 B

1/5

Forrds:Tél Tamas -Gruiz Marton: Kaotikus dinamika
4(2/5)P+(1/5)D=1
Numerikus megoldas: D=1.601




Fraktal feladatok

6. feladat: Adjuk meg az alabbi Osszevetitett fraktalok
fraktaldimenziojat!

a) Cantor-szalak D=1+In(2)/In(1/r)

F F

b) asszimetrikus Cantor-felh6

}-1 . .
!.-, . -
ry

2

D=In(2)/In(1/r1)+In(2)/In(1/r¢)




Newton-modszer
(Newton—Raphson-modszer)

B flxn) |

f'(an)
valos fliggvények esetén gyokok kozelitésére hasznalhato
numerikus modszer

Lpnil = Iy

gyorsan konvergal, ha az iteracio a kivant gyokhoz eleg kozelrol
indul.

John Hubbard matematikus (1985)
pl. x3-1=0
vonzasi medencék fraktal hatarvonalakkal

kiilénb6zo pontokbol hogyan vezet el
a lehetséges megoldasokhoz

1_ .




Fraktalis medencehatarok

aylox "y sewref

80-as evek
James Yorke: “képzeletbeli flipper”
nincs benne flipper, csak két lyuk

egy parameter hatarozza meg a vegzetet:
a fogantyu kezdohelyzete

tf. ha kicsit huzzuk jobbra, ha nagyot balra megy
atmeneti reszen nem lehet tudni
— fraktalhalmaz, nem 6nhasonlo, de végtelen sok reszletet tartalmaz

meég ha a dinamikai rendszer hosszutavon nem is kaotikus, ket allapot
kozotti hataron feltiinhet a kaosz




b w a b | C | d el f P 3 o
flz,y) = L d] [y] + [f] filo o 0o 016/0/0 |0.01 af]"any
| f2/0.85 [0.04 -0.040.85/0/1.6 0.85
fzl0.2 [-0.26|0.23 |0.22|0[1.6 |0.07
fa| —0.15/0.28 [0.26 |0.24|0|0.44|0.07

Michael Barnsley (1993)
o H KXo O,
Yn+1 = 0.16 yy

° f2 XH+1 i 085 XI] +OO4 YI‘],
YH+1 — _004 Xn +O85 yn +]_6

o 3:xni1 02X 20265
Yo+l =0:23 %, 10022 y.41:6

o 14:xp4+1=-0.15x, +0.28 yy,
Yn+1 — 0.26 Xn +0.24 Yn +0.44

e aenaasgs



Turbulencia

nyugodt sima aramlas egyszer csak érvenyekre bomlik
kis mozgasok gyorsan energiat szivnak el a nagy mozgasoktol, miert?

muszaki tudomanyok:
turbulencia érdekes abbol a szempontbol, hogy hogyan lehetne tole
megszabadulni

* folyadékban, levegbben mozgo jarmuvek tervezese
 szivbillentyuk kortili aramlas
» robbanasok alakja és idobeli fejlodése

» orvenyekkel, langokkal es 16késhullamokkal kapcsolatos rengeteg
kérdeés




Turbulencia

rendezetlenseg minden meérettartomanyban
kis 6rvenyek nagy 6rvenyekben

instabilitas

nagyfoku disszipativitas
elviszi az energiat
ellenallast kelt

véletlenszertisegbe fordul




“ Kelvin-Helmholtz instabilitas |

e 3 — s !
il = . - s g o

77 VL d

kiilonbozo stirtiségli es sebességli rétegek hataran: idoszakos jelenség



Jupiter nagy voros foltja

1600-as évek Galilei
Elméletek:

* lavadbmles-elmélet (19. sz. vége): hatalmas ovalis t6 olvadt lavabal,
(kisbolygo tit6tt a vekony szilard kérgen lyukat, ebbol 6mlott)

* 1j hold-elmélet: éppen felemelkedik a felszinrol

* tojas-elmelet: (kicsit elmozdulni latszott 1939), szilard test uszik a
legkodrben mint tojas a vizben
(valtozatok: H vagy He buborek)

* Gazoszlop-emlélet (60-as évek):
kraterbol kiaramlo gazoszlop




Jupiter nagy voros foltja

e 1974 Pioneer-11




Jupiter nagy voros foltja

* 1979 Voyager-1:

turbulencia egy egészen uj merettartomanyban



Jupiter nagy voros foltja

~ hurrikan (tropusi ciklon)
de anticiklonalis iranyu és nem tunik el
mi tartja mukodesbe és mi tartja a helyén?

a bolygo teljesen egészében mozgo folyadék
(szilard bolygora szamitottak vékony legkorrel)

foldi tavecsovekkel nem lathato Kkis
meérettartomanyokban gyorsan eltino aramlasok

sajatos meteorologia jelenség: blocking (nagynyomasu rendszer il
a tenger felett a parttol nem messze, lassan forog honapokon at
dacolva az aramlassal)

i——_-—_J‘_



Jupiter nagy voros foltja

Szimulaciok:

Philip Marcus
(University of California, Berkeley)

ciklonok kiindulasi helytdl fiiggetleniil
felbomlanak

anticiklonok egyetlen foltba egyesiilnek,
ami allando és 6sszefliggo marad

— stabil kaosz

* 2013: fiiggoleges sebességek figyelembeveételével — 800 évig
fennmarad




Viszkozus folyadekok aramlasa

(belso surlodas nem elhanyagolhato)

laminaris és turbulens aramlas sebességprofilja




A turbulencia leirasa

A surlodo folyadek mozgasegyenlete:

Navier-Stokes egyenlet (1840-es évek)

ov
p(a+v-Vv)=—Vp+V-T+f

Reynolds-szdm (1895): Re = [v/v
(aramlasi sebesség * jellemz6 hosszmeéret / kinematikai viszkozitas)

kritikus Reynolds-szam felett — turbulens

Bifurkacio a mozgas mindségében

1_ .



A turbulencia Kolgomorov elmélete

Kolgomorov matematikai leiras (1941):

* energiatartomanyok sorozata egyre kisebb és kisebb
merettartomanyokon at.

* vegiil olyan pici orvények, hogy a viszkozitas hatasa nagyobb lesz

» feltevés: orvények kitoltik az egész folyadékteret,
homogen, izotrop

skalatorvény: n=(v3/e)1/4 legkisebb skala
energiaspektrum: E(k,e) = Ck->/3¢g2/3
k: hullamszam, €: disszipacios rata

< val0jaban nyugodt tertiiletek vannak benne

1_ .
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=R . Kolgomorov energiaspektrum
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Turbulencia a napszélben

Ulysses napszél mérés 1994-1995
(polaris palya) tobb meglepo eredmény

pl. a polus felé nem no a magneses térerosseg
fraktalstruktura a magneses térben — plazma turbulencia
(magas szelességeken is)
Kolgomorov spektrumu fluktuaciok (- magnesezett folyadék ~k-2/3)

Ulysses First Orbit
SWOOPS

(B} Ulysses Second Orbit (e} Ulysses Third Orbit




A turbulencia Landau-Hopf elmélete

Landau (1944) - Hopf (1948) elmélet

(altalanosan elfogadott volt)

* ha tobb energia jon rendszerbe tjabb frekvenciak jelennek meg
és ez Osszeegyeztethetetlen a meglevokkel

e instabil 4j mozgasok egymasba torlodnak, egymast fedik




Gollub & Swinney kiserlete
1975 Harry Swinney és Jerry Gollub (fazisatalakulas tanulmanyozasa)
kisérlet: (turbulencia kvalitativ vizsgalatanak kezdete)

Landau elkepzelés igazolasara

Taylor—Couette aramlas 1ézeres Doppler-interferometria merés
vizen atragyogo sugar elhajlott vagy szorodott
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Gollub & Swinney kiserlete

megvizsgaltak az atmenet hol 1ép be,
— az elso jol meghatarozhato
— kovetkezo atmenetnél azonban teljesen zavaros lett

nincs uj frekvencia

megszakadt a Landau sorozat




Ruelle & Takens: “Kiilonos attraktor”

David Ruelle belga fizikus
Floris Takens holland matematikus
1971 A turbulencia természete — Comm. Math. Phys. 20, 167

nincs-e masfajta attraktor, ami stabil dinamikai rendszer
vegallapotat abrazolja, nem tul nagy dimenzioszamu es nem
periodikus?

Navier-Stokes egyenlet — trajektoriak aszimptotikusan egy
bonyolult struktiraju kompakt halmaz felé tartanak

turbulencia = “kiilonos attraktorral” rendelkezo dinamika

— végtelen hosszu trajektoria véges teriileten = fraktal

1-_ .



Attraktor

* Disszipativ fazisterében mindig létezik egy, az allapotpontok
trajektoriait vonzo, es az allandosult viselkedésre jellemzo
halmaz; ezt a rendszer attraktoranak nevezziik.

* tipusok:
— pontattraktor (fix pont)
— periodikus attraktor (hatarciklus)
— kvazi-periodikus allapotvaltozasoknal: torusz attraktor

— kiilonos attraktor

(&
N

@//




Fixpont: nincs mozgdas A VELOCITY

< D) .

&w POSITION




Hatarciklus

periodikus mozgas

Forrdas: Wolfram MathWorld

van der Pol-oszcillator péeldaja




Kiilonos attraktor

Anishchenko-
Astakhov

http://logicaltightrope.com/2013/08/29/edward-lorenzs-strange-attraction/ )



Otto Rossler 1976

dx_
— =
dy

E=x+a}f
dz

dt

=a+z(x-c)

a=0.2 g

b=0.2
c=14

Rossler attraktor
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20 [
16 [

101




Rossler attraktor bifurkacios diagramja
b valtozo szerint

Bifurcation Diagram for R&ssler Attractor (Varying b)




Poincare-metszet

visszatéresi terkép
trajetoria metszet

elvesziink egy dimenziot

Pix) Ply)




incare-metszet

Po

Jameas P. Crutchfield / Adoiph E. Brotman
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Poincare-metszetek

L.orenz-attraktor
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sztohasztikus ¢ kaotikus
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Michel Héenon (1931-2013)

francia matematikus és csillagasz

gombhalmazok dinamikaja: N-test szimulacio
meglepoen surt, 10 ezer - 50 millio tag
tomegkozépponttal biro atlagos gravitacios terben mozog
1960 Hénon doktori disszertacio

megkozelitések soran szokesi
sebesseget elérhetik,
ilyenkor a halmaz 6sszehuzodik

— 0sszeomlik




Henon-Heiles problema

1964 Henon & Heiles, Astronomical Journal, 69, 73

galaktikus palyak modellezése

korong alaku gravitacios forras /
207y —3y°)

fazistér szerkezete a metszésfeliileten a rendszer energiaj atol fugg

Miche]l Hénon

invarians gorbék: hurkok — szigetek, szigetlancok koztiik
kaotikus tartomanyok




Henon-attraktor

1976 Communications in Mathematical Physics 50, 69

Tppp =1 _mi +Un
Yns1 = bxy

~ (a=1.4 b=0.3)

fraktalstruktira




Duffing oszcillator

X+8 x+B°x+ax’=f cos(wt) w0) 50 -0
1918 Georg Duffing
1978 Bender & Orszag
1979 Yoshisuke Ueda

Poincare map for the Duifing eguation
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